Solución de problemas by Arias Páez, Guillermo et al.
SOLUCION DE PROBLEMAS
128. - Resolver la desigualdad
(1 )
2x - 25 2x + 11--:::------ +
2(x2 + 2x - 3) 2(x2 - 1) > x + 3
Solucion - (1) se tran sforma en
< 2x - 25o ----....."..-+2(x2 + 2x-3) 2(x2 - 1)2x + 11 x 2. - 3x + 5x + 3 (x+3)(x2·1)
Como x2 - 3x + 5 > 0 para todo numero real x, entonces
x2 - 3x + 5 > 0(x + 3) (x + 1) (x - 1)
si y 5610 si
a) x > -3, x > -1, x) 1, es decir, si x > 1.
b) x > -3, x < -1, x < 1, es decir, si -3 < x < -1.
GUILLERMO ARIAS PAEZ
(Alumna de 10 Facultad de Matematicas, UNAL)
Otros so l u c io ne s de: OSCAR MEJIA, GUILLERMO TELLO y.
130. - Demostrar que si dos numero s enteros posit ivo s son primos en-
tre SI, entonces el maximo cornun divisor de a - b y a + b es 6 1 62.
Solucie5n. - Si d divide a a - b y a + b, entonces a - b = dp y
a + b = dp ', donde p y p ' son nurnero s entero s, De cqui resulta que
20 = d( p + p')
2b = d(p' p);
es decir, que d \ 2a y que d r 2b. Ahora bien, como 2 es un nurne-
ro primo, entonces para ~, dta y d\b, 10 cuol imp l ica que d = 1, ya
que el maximo comun divisor de a y b es 1.
FABIOLA FODRIGUEZ S.
(Alumna de 10 Facultod de Matematicas, UNAL)
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si x) 0, y) 0, x -j. t 2y •
Solucio«, - Supongamos que (1) es verdadera. Reduciendo a un co-
rnun denominador los dos miembros de (1), tenemos
Como x > 0, v » 0, entonces
y como x/: -2y, podemes dividir por 2y + x ( > 0) los dos miembros
de 10 desigualdad as!
4y 2 - 2xy + x 2 > 2xy
de donde resulta :
(2) 4y2 - 4xy + x 2 = (2y - xt > a
Hasta ahora s610 hemos vi sto que si (1) es verdadero, entonces se
mantiene 10 desigualdad (2), 10 cual es evidentemente verdadera (cue-
drado de un n urnero diferente de cere). Veamos que (2) i rnpl ico 10 des-
igualdad (1). En efecto, si (2y - x)2= 4y2 - 4xy + x2 > 0, entonces
4y2 - 2xy + x 2 ) 2xy
y multiplicando por 2y + x ( > 0) 10 anterior desigualdad tenemos
y multiplicando por 1I8x3y.3, obtenemos
(1 ) 1 1 1
-+-)._-+
x3 8y3 2x2y 4xy2
J. URIBE BOTERO
(Alumna de 10 Facultad de Maternaticas, UNAL)
C.O.D.
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135. - Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros. Mostrar enton-
ces que si a: b (mod m) se tiene f(a) =: f(b)( mod rn), Si oderno s
f(x) = aox'" + ••• + on == O(mod rn) para los m valores consecutivos
de 10 variabl"e entera a + k, k = 1, ••• , m, mostrar entonces que
f(x) == O(mod m) para todo valor entero x ,
Soluci on, - Utilizamos los siguientes hechos
. n n
(1) 51 0== b(mod rill entonces a = b (mod m), para todo
entero n ~ 0
(2) si a=b(mod m), y, 0'= b'(mod m),entoncesa + b::a'+ b'(mod rn)
(3) si a ~ b(mod rn) enton ces c(a =o(b(mod rn), para todo <k >" o.
De (1), (2), (3) resulta que si f(x) = aox"+ "', + On es un polimonio
con coeficientes enteros, y a =. b(mod m), entonces f(a)= f(b) (mod m)
(Ver, por ejemplo, I.M. Vinagradov, Elements of Number Theory, Dover.)
Supongamos ahora que f{a + k) =. O{mod m) para k = I, .•• , rn, y sea
x un niimero entero. Como los vol ores a + k (k = I, ••• , m) son todos
distintos, de entre ellos exr ste uno tal que x ;a a + k (mod m), por
tonto, f{x) _ f(a + k) =. 0 (mod rn},
FRANCISCO ALBIS GONZALEZ
(Alumno de 10 Facultod de Ingenieria, Universidad de los Andes)
Ot r 0 s sol u c jan e s de: R A F A ELM E DIN A, GU ILL E RMOT ELL 0 •
134. " 0) Muestre que 10 ecuaci6n diofantica
(1) (x > y)
tiene soluci6n en enteros positivos si y 5610 si N es imp or 0 divi sible
por cuatro .•
b) Muestre oderno s que 10 soluci6n es unica si y 5610 si N = 1
6 N es primo 6 N/4 es un rnirnero primo. ( Indicaci6n: factorice el
miembro izquierdo de 10 relaci6n (1).)
Solucic5n. - a) Veamo 5 en pri mer Iugar que Ia condi ci 6n es necesari a.
Si exi sten x, y > 0 tales que xi _y2 = N, dado que (x - y) (x + y) = N
so
y que x y y son 0 ambos pares ((x- y) (x + y) es entonces un multi-
plo de 4), 0 ambos impares ((x-y) (x + y)es entonces un rmil tiplo de
4), 0 el uno par y el otro impar ( en cuyo caso (x-y) (x + y) es imparl,
la cfirmoci en de que Noes un mult ip!o de 4 0 un nurnero impar resul-
. 2 2 N I . . .ta nece scn o para que x -y = tenga so uci one s enteras po siti vo s,
La coridi ci on es t ornbi en suficiente porque si N es un multi-
plo de 4, N se puede escribir como el producto de dos numero s pares
a y b ( F 0), y basta encontrar las so luci one s (siempre enteras)de
los si stem as.
x - y = a
x + Y = b
cuando a y b recorren los numeros pares positivos tales que ab = N.
E;emplo •• Sea N = 16; entonces los si stemas a considerar son los
si gui entes
x - y = 2
x + Y = 8
x - y = 8
x + y = 2
x - y = 4
x + Y = 4
De entre ellos, tienen soluciones positivas el primero y el ultimo, cu-
yas soluciones son (5,3) y (4,0). (Ver figura 1).- Ahora bien, si N es
impar, entonces el si stema
x - y =
x + y N
Ti ene por sol uci on (~y) = ((N + 1) / 2, (N - 1)/2) (ambos cornoonent es







b) Veamos que la soluci6n es unica si y 5610. si N = 6 un numere
prime 6 N 14 es un numero prirno ,
En primer lugar, comprobemos, que si N = 1 6 N 14 es un nurnero im-
par 10 soluci6n es unica. En efecto si N = 1, entonces 5610 podemos
construir un sistema, a saber
x - y =
x + Y =
el cual tiene por solucion a (x, y) = (1,0). De paso hemos mostrado que
los dos unicos cuadrados consecutivos de nurnero s enteros son ° y 1.
Si N es primo tenemos que la descomposici6n N = (x - y) (x + y) es
un ico, Si N/4 es primo, 10 cual es posible 56/0 cuando N es un multi-
p lo de 4, entonces N 14 se puede factori zar en la forma
L..:....:i.... • 2L..±.-.1 N
2 2 4
56/0 cuondo






De estes si stem as de ecuaciones, 5610 el primero tiene soluciones po-
s itf vcs . x = 1 + N/4, y = N/4 - 1( ~ ° porque N/4 ~l);
luego en este coso Ia sol uci 6n es un icc-
Yeamos ahora que si 10 soluci6n es unica entonces 6 N = 1 6 N es
primo 6 N/4 es prime, En primer lugar, si la descomposici6n N = (x-y)
(x + y) es unica, para N multiple de cuatro, tenemos
x + Y
2
de manera unica; es decir, los unicos divi sores de N 14 son (x- y) 12
(x + y)/2; y como N/4 y 1 son divisores de N/4, N/4 es primo.
Si N no es multiplo de 4, N hemos visto que es irnpcr y si 10 de scorn-
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posicion (x - y) (x + y) = N es unical entonces necesariamente N es
primo.
VICTOR HUGO PR I ETO
(Alumno de 10 Focultod de Motemiiticos, UNAL)
114. - Sean x'Ox y y'Oy dos ejes perpendiculares y A un punto situa-
do sobre la bisectriz interior de xOy (en el interior de este angulo).
Se pone OA = a. Un circulo variable pasa por 0 y A, y corta a x'x en
M y a y'y en N.
a) 1. - Lugar del punta medio de MN.
Se trata entonces de una fami lia de circunferenci as que po-
san por los puntos 0 y A. La ecucci en de la recta OA es
(1) y = x
luego la ecuoci.en de la recta de los centros de las curvas de la familia
sera
(2) x+y=(J"2a)/2
Puesto que MON = 90Q y M y N pertenecen a 10 circunferencia, se
tiene que MN es un di dmetro y por tanto el lugar del punto medio de
MN es la recta de los centros dada por la ec.uacian (2).
I I. - Encontrar Ia curva a Ia cual MN permanece tangente.
Necesitamos hallar la ecuaci6n de 10 recta MN y para esode-
bemos buscar la ecuaci6n de la familia de circunferencias. Tornorno s
dos representantes de la familia, por ejemplol la que tiene por centro
el punto medio de GA, cuya ecuoci Sn es
y Ia de ecuaci on
(4) xl + y2. - 2.J2 y = 0











Entonces /a ecuaci6n de las curvas de la familia en Func ien
de un pcrcmetro k:f - 1 sera




2(k + 1)' a )
N = ( o,.J2 a( 1 + 2k)
2(k + 1) )
y por 10 tanto /a ecuaci6n de la familia de rectas MN, 0 sea
(7)' y = (1 + 2k)x + "2a(1 + 2k)
2(k + 1)
La pendiente de estas rectas ser io -( 1 + 2k) luego si ho cemo s
p = 2k + 1 tendremos
(8) y=-px+ Rap
p + 1
y tenemos una ecuaci6n diferencial conocida con el nombre de ecuo ci Sn
de CLAIRAUT, cuya soluci6n singular conduce a la curva que viene
a ser la envolvente de sus propias tangentes. EI rneto do mas sencillo
para hallar esc soluci6n consiste en hallar fp = 0, 0 sea 10 derivada
S4
parcial en funci on de p, 10 cual nos da
(9)
+
,J2o pa- x 0; x =
(p + 1)2 (p + 1)2




Las ecuaciones (9) y (10) son las por om etr ic o s de la envolvente. De
ell a 5 podemo 5 obten er :
( 11)
expresi6n que combinada con (8) nos Ileva a
(12) " .xx~ + y'1! = (na ) 2.
que es la ecuaci6n de una parabola cuyo eje es la bi sectriz del primer
cuadrante y cuyo vertice es 10 intersecci6n de e s tn con la rectadelos
centro s, Esta es la curva que en el enunciado Ilaman (P).
III. - Construir el punta de contacto dej-'=-LJ __~e__~t::!.
Esta pregunta es inuti l por no col ifi c or! o de otra mon er o, per-
que cualquier pun to de (P) es punto de contacto con 10 MN respectiva.
Si se interpreta esto enunci ondol 0 as I: dada Ia pendi ente de 01 gun MN,
hallar el punto de contacto, entonces cono cer iomo s a p y bastarla reem-
plazar su valor en (9) y (10) para obtener las coordenadas del punta
de con tacto •
I V. - Mostrar que (P) es tangente a x' x y a y'y.
Si tomamos 10 ecuaci6n de la envolvente (12) y hallamos su
derivada tenemos
d y / d x = (y / x )1/2.
en donde para y = 0 tendremos una pendi ente de 0 que corresponde
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a 10 del eje de x'x. AnCilogamente para x = 0 tendremos pendientes
de 90Q que corresponde a 10 del eje y' y.
b) I. - Mostrar que se puede pasar de MaN por una rota-
cion, cualquiera que sea 10 pareja de puntos considerada; se pide el
Puesto que M esta en x'x y N estCi en y'y el paso de MaN
puede efectuarse bien por un cambio de ejes para /0 cuol basta permu-
tar x por y en Ia ecuaci6n de Ia recta MN dada por (7). Si en esta
nueva forma hallamos las coordenadas de M y N tendremos que se en-
cuentran permutadas en relaciOn con la posicion primitive. Tornbi en
puede hacerse por el giro de MN 01 rededor de su punto de intersecci6n
con 10 bisectriz y par un Cingulo igual al suplemento de 10 diferencia de













II. - Deducir de all. que OM + ON es constante. Calcular
su valor en funci 6n de a.
La si metr io de 10 figura resultente de spue s del giro muestra
de inmediato esta propiedad. AdemCis, puesto que conocemos las coor-
den ados de M y N sequn (6) podemos hallar
OM + ON = £' a + {2a( 1 + \Q ) = .J2' a
2(k + 1) 2(k + 1)
10 cual pone rnds aun de relieve la propiedad enunciada.
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c). - Mostrar que el area del cuadrilatero OMAN es constan--------------------------------------------------
te si M y N permanecen sabre los semirrectas Ox y 0 y.
Puesto que los coordenadas de A son conocidas, x = v > QV2'
2
de scomponemo s el area del cuodrl l dtero en 10 sumo de dos triangulos
y tenemos
Area OMAN = Area ONA + Area OMA
= E a( 1 + 2k)




2( k + 1)
10 cual irnpl ico que dicha area es constante.
d). - Examinar si los resultados precedentes subsisten cuon-
do los ejes x'Ox e y'Oy dejan de ser rectangulares.
Las propiedades que impli con simetr io respecto a la bisectriz
permanecen constantes aunque los ejes no sean ortogonales, los demds
no.
Ejemplo : La envolvente sigue siendo una parabola de los cor octer lsti-
cas de 10 anterior. EI lugar geometrico del punta media de MN, en
cambio, ya no es 10 recta de los centro s ,
La demostraci6n de todos los co so s impl icor io mas espacio
que el empl eado para ej e s : ortogonal es puesto que los formul as son
mds complicadas.
ANTIGUO ALUMNO DE LA FACUL TAD.
120. - Se da en el plano P, un cuadrado ABCD (con diagonales AC
y BD) inscrito en un circulo de radio R y, perpendi cularmente 01 pia-
no P, 10 semirrecta AK. Siendo S un punta de esta semirrecta tal que
AS = h, se considera la p irdmi de SABCD.
a) Mostrar que todas los caras laterales de esta pi rrirni de son
tri dnqulo s rectcnqulo s y que existe una esfera circunscrita a esta p iro-
mide. Determiner los centros y los radios de las secciones de esta es-
fera por los pianos SAB y SBe. Encontrar, cuando h varia e( lugar
geometrico del centro (AJ de esta esfera.
b) Se supone h = 2R; por un punta variable I del segmento
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AC se traza el plano Q paralelo a SO y SK; sea y el area de la sec-
ci6n de la pircrnide SABCD por el plano Q. Calcular y en funci6n de
R y de AI = x, y estudiar las variaciones de y enfunci6n de x;tra-
zar 10 curva representativa suponiendo R = 1; mostrar que esta curva
tiene una tangente en el punta de abscisa x = 1 y construir esta tan-
gente.
a) De acuerdo can los datos y 10 construcci6n de la Figura 1,
no es necesario demostrar que Ias cora 5 A BS y ADS son tri angulo 5
rectangulos. Para 10 cora SBC tendriamos
Bd~ = 2R2
SC2 = 4R2 + hA
SS2 = 2R2 + h2
SC
2 = S'B2 + BC2
La cara cumpl e entonces 10 relaci6n pitag6rica, luego 4fsBC es rect6n-
gulo. Analogamente tendriamos que SOC es rectcnqulo en D.
La recta MN perpendicular 01 plano P es lugar geometrico de los puntas
equidistantes delos vertices del cuadrado,EI plano normal SA en el pun-
to medio de dicho segmento, es el lugar geometrico de todos los puntos
equidistantes de S y A. Puesto que SA y MN son normales a un mis-
mo plano, exi ste un punto de intersecci6n entre MN y el plano normal,
lue~o este punto equidista de A,B,C,D,S, y portanto existe una esfera
circunscrita a 10 piramide.
Para determinar los centros y los radios de las secciones de
10 esfera par cualquiera de las ceres se puede utilizar el metodo de la
Geometria Descri pti va -para qui enes no temen este procedi miento- que
consiste en abatir las caras 01 rededor de los lados del cuadrado de
tal manera que todas queden en el mi smo pi ano P representado ahora
en el popel de dibujo (figura 2), y cs i tenemos todo en verdadera mag-
nitud. Es suficiente entonces hal/or el punta de intersecci6n de las me-
diatrices y tenemos el centro y el radio de cualquiera de las secciones.
AI mi smo tiempo mostramos can esto que las caras son tri cnqulo s rec-
tangulos.
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EI lugar geometnco del centro OJ de /0 esfera circunscrita,
cuando h varia es el mismo indicado anteriormente (en realidad los dos
lugares yo enunciados ).
b) La secci6n por el plano indicado es un pentcqono si I es-
ta entre A y M, 0 es un tr icnqulo si I estc entre M y C. Considere-
mos el coso del pentagon 0 EFGHJ, dibujado el abatimiento en verda-
dera magnitud en donde se tiene EF = JH; EI = IJ,= ,x, y por tan-
to tenemos el pentcqono dividido en dos trapecios iguales.
5egun las condiciones del enunciado tendremos :
2R FE = .v2R: ( VYR - fix); FE = 2( R - x )
2R GI = 2R: ( V'ZR - x ] GI 2R - x
lueqo el area y se expresa en 10 forma
y = 4Rx - 3x2
Esta funci on soIamerite se curnpl e para 0 i x ~ R si se han
de considerar 5610 las areas situadas en el semiespacio al cual perte-
nece 5, en virtud de que para R ! x ~ (4R) / 3 tendriamos parte del
pentagonoen el semiespacio opue stc a 5, que la funciondetermina como
area negativa, y que iguala a la positiva para x = (4R /3), en cu'yo
caso y = o.
Para (4R/3) <. x ( 2R la parte negative ser io mayor aue l o
positiva y por tanto y < 0 Entonces para R<x<2R debe establecerse
una Iuncl en cndloqo a la anterior perc mas sencilla puesto que la sec-
cion es triangular.
Para R = tenemos y = 4x - 3x2, y de conformidad con
di scusi on anterior tendriamos como curva representativa un segmento
de parabola en el intervalo 0 ~ x 5. 1, y puesto que x = 1 esto incl ui-
do en el, la tangente exi ste en e I punto de esta absci sa.
Entre los varios si stemas empleados. para trazar tangentes em-
pl ecrnos el siguiente : Trazamos el eje ouxi l ior paralelo a y por el ver-
tice K de la parabola y proyectamos el punto Q = (1, 1) sabre el eje
S9
cuxi li or y tenemos Q1' Tomamos Q1K = KT como /0 indica lafigura
3;unimos T con Q y tenemas /0 tangente pedida. La demostraci6n de
este procedimiento se encuentra en cualquier Geometria Elemental (par
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n (n + 1)a) Lm
1
2
11b)L 2. n ( n + 1 ) ( 2n + 1 )m =
6
1-
c)L m~=- n2.( n + 1 )'2-
1 4
Solucion, - Para deducir (a), hacemo 5 en lo identidad dada
k = 2, y desarrollamos el t errnino de la derecha usando el teorema del
binomio :
0+1 nH n+lL. m2 =.L (( m - 1 ) + 1)2. = L((m - 1 )2+ 2( rn - 1 ) + 1)
t 1 1.
0+1 n+1 0+1
=L (m - 1)2+ 2 L.(m - 1) +L 1
11' 1.
pero,





por tanto: (n + 1) := 2 L1 m + (n + 1 ), de donde resulta :
2 h






para deducir (6), hacemos en 10 identidad k = 3, y procedemos ana-
logamente 01 coso anterior, aSI :
n~ ~~ n~r m~ =L ((m - 1) + 1)~ =L((m - 1)3+ 3 ( m - d' + 3 ( m - 1 ) + 1 )
'- 1 I
,.Ml ~ f\H nH nH
= z; (m - 1) + 3L (m - 1 )2. + 3 L(rn - 1) + Ll




Lm~= + 2~+ ••• +n~+(n+l)~,
"+I ~L (m-l) = + 23 + ••• + n~,
nt-I
~ (n+1)(n+2)
usando que L m = Luego,
, 2
, 6L"m2= 2(n+ 1)~+3(n+1)(n+2) - 2(n+1) - 6(n+d~I
= (n + 1 ) ( 2 ( n + 1 )2 + 3 (n + 2) - 2 -6( n + 1 ) )
= (n + 1 ) ( 2 n2+ 4n + 2 + 3n + 6 - 2 - 6n - 6 )
= (n + 1) (2n2. + n ) = (n + 1) n (2n + 1)
luego :
nJ n + 1) ( 2n + 11
6
Para deducir (c) hacemos k = 4 y procedemos de manera on clo qo a
como hicimos en (a) y (b).
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RICARDO PLATA TORRES
